Билет N1. 

1.1 Дерево отрезков и структура для плоского линейного графа.

Нек-е бинарное дерево в узлах его отрезки. Концы отре-в из заданного набора точек на прямой.

T(l,r) l<r — дерево отрезков строиться рекурсивно. Узел дерева — отрезок V

B(V) E(V) — концы отрезка. Корень дерева — B(V) = l, E(V) = r.

Если к-д Ю 1 левое дерево T(l, [B(V) + E (V)/2])  правое T([B(V) + E (V)/2], r)

[*] - наименьшее услов. К

Дана точка Х (возможно несколько) Скольким отрезкам принадлежит т. Х (из заданного набора)

Сложность порстого алг-а О(н) (в худшем О(н*н))

Решение: кажд отрезок вставим в дерево.

insert(b,e,V)

если b< B(V) & e>E(V) то назначить (b,e) узлом V. 

Иначе если b < [B(V) + E(V)/2] то  вставить (b,e, L(V)) — лев.поддер

Если  е > [B(V) + E(V)/2] то вставить (b,e, R(V)) — прав.поддер.

1.2 Алгоритмы Грэхема и Джарвиса.

Пусть дано множество P = {p1,p2,...pn} точек. В качестве начальной берётся самая левая нижняя точка p1 (ее можно найти за O(n) обычным проходом по всем точкам), она точно является вершиной выпуклой оболочки. Затем для каждой точки pi ищется против часовой стрелки точка pi + 1 путём нахождения за O(n) среди оставшихся точек (+ самая левая нижняя) точки с наименьшим полярным углом pi − 1pipi + 1. Она и будет следующей вершиной выпуклой оболочки. При этом сам угол не обязательно вычислять, достаточно вычислить векторное произведение между лучами pip'i + 1 и pip''i + 1, где p'i + 1 найденный на данный момент минимум, p''i + 1 претендент (первым минимумом может быть выбрана любая точка). Если векторное произведение отрицательно, то найден новый минимум. Если равно нулю, то есть p'i + 1 и p''i + 1 лежат на одной прямой, то минимум та, которая лежит дальше от точи pi. Алгоритм продолжается пока 
. Почему алгоритм остановится? Потому что самая левая нижняя точка в любом случае принадлежит выпуклой оболочке.

Билет N2. 

2.1 Модель алгебраического дерева решений.

Модель состоит из :

1. набор переменных х1..хн

2. записыв-я прогр. С испол. Операторов L1..Lн

2.1 Lr вычислить f(r1..rn) если f(x)<0 => …. f(x)>0 => ….

2.2 Ls — завершить прогр и получить ответ Да

2.3 Lt — заверш-е и ответ нет.

F — многочлен deg f < d. 

Дерево решений порядка 1 соответствующее некот-й задаче распознования.

Есть мно-во NсR^n

(x1...xn) прин. W => Yes (x1...xn) не прин. W => No

W = W1 U W2,...Wk     Wi — компоненты связности для W

Кривая пересекает дополнение к W. W1 W2  -компоненты связности. Нужжно вычислить оптим-е возможное знач-е высоты дерева.

Ai — выпуклое мн-во, соответствующее листу дерева реш-й

В самом лучшем случае дерево реш-й = log2(l) Если мн-во Ak даёт утверд-й ответ, то очевидно, что Ак прин W.

Кол-во Ai с утверд ответом не меньще чем к.

все точки х прин-е W найдётся Ai что x прин-т Ai

В лучшем случае высота дерева — log2(k). log2(l)>=log2(k)

2.2 Быстрый алгоритм построения выпуклой оболочки.

Множество точек разбивается на два подмножества, каждое из которых будет содержать одну из ломаных, соединение которых дает многоугольник выпуклой оболочки.

1. Возьмем две крайние точки множества S — левую Л и правую П. Проведем прямую через них. Обозначим через S1 подмножество точек, расположенных выше или на прямой, проходящей через точки Л и П, а через S2 — подмножество точек, расположенных ниже или на той же прямой. 

2. Рассмотрим верхнее подмножество S1. Выберем точку Pi, имеющую наибольшее расстояние от прямой ЛП (треугольник ЛPiП имеет наибольшую площадь). . Если таких точек несколько, выбираем ту, у которой угол PiЛП наибольший. Точка Pi является вершиной выпуклой оболочки множества. В самом деле, если через точку Pi провести прямую, параллельную прямой ЛП, то выше этой прямой не окажется ни одной точки множества S. Возможно, на построенной прямой окажутся другие точки, но, согласно сделанному выбору, Pi из них самая левая. Т. о. Точка Pi не может быть представлена выпуклой комбинацией двух других точек множества S.Построим прямые ЛPi и PiП. Точки, расположенные справа от обеих прямых, могут быть исключены из дальнейшего рассмотрения, поскольку они являются внутренними точками треугольника ЛPiП, то есть не принадлежат CH(S) – границе выпуклой оболочки. 

3. Теперь рассмотрим подмножество точек S11, расположенных слева от прямой ЛPi или на ней, и подмножество точек S12, расположенных слева от прямой PiП или на ней. Для каждого из подмножеств строим выпуклую оболочку. Выпуклая оболочка множества S1 образуется склейкой упорядоченных списков вершин CH(S11) и CH(S12). 

4. Решаем задачу для S2. 

Билет N3. 

3.1 Задачи геометрического поиска. Региональный поиск. 

Есть нек-я коллекция геом. Объектов есть некий образец. Установить взаимосвязь между образцом и коллекцией. Если образец даётся 1 раз — единичный запрос. Если последовательность — массовый.

Задача — на плоск-и Н точек и прямоуг-к . точки — коллекция, образец — прямоуг-к. Сколько точек внутри прямоуг-ка?

Самый просто алгоритм — перебор всех точек. - О(н). 

можно свести к О(Лн(н))

Для каждой точки пл-и введём величину Q(p) = {кол-во точек из массива {pi} т.ч. xi<x, yi<y} тогда искомое значение м.б. Вычислено (p1 p2 p3 p4) = Q(p1) — Q(p2) — Q(p4) + Q(p3). Задача — ввести некоторое упорядочивание точек.

Разобьём плоскость на (N+1)^2 прямоуг прямыми проходящими через т на pi и || осям коорд. Нужно записать в каждый прямоуг соотв-ее значение(есть точка или нет) Заполнение таблицы — занимает О(n^2 ln(n)) 

Предварительно отсортируем масс {xi} и {yi}. Сортировка масс-в и заполнение табл — в худшем случае О(n^3)

Решение сводиться к :

1. Находим по значениям Х номер i т.ч. xi<x<x(i+1)  (O(ln n))  -бин поиск

2. находим по знач y номер d т.ч. уi<у<у(i+1) 

3. необх-е значение Q(x,y) считаем из зап-й таблицы.

3.2 Построение выпуклой оболочки методом «разделяй и властвуй».

Реализация

1. Найдём некоторую внутреннюю точку A многоугольника P1 (например, центроид трёх любых вершин P1). Такая точка А будет внутренней точкой CH(P1 
 P2). 

2. Возможно два случая: 

1.Точка A не является внутренней точкой многоугольника P2. Проводим две опорные прямые для многоугольника P1, проходящие через точку А. Эти опорные прямые проходят через вершины В и С многоугольника P2.Все точки внутри треугольника АВС не принадлежат границе выпуклой оболочки CH(P1
P2). Все остальные точки упорядочиваем по полярному углу относительно центра А, слиянием двух упорядоченных списков вершин за время O(N1) + O(N2) = O(N), а затем применяем к полученному списку метод обхода Грэхема, требующий лишь линейное время. Опорные прямые к многоугольнику P2 могут быть построены исходя из следующих соображений. Прямая АPi, где Pi — некоторая вершина многоугольника P2, является опорной к P2 в том и только в том случае, если ребра (Pi − 1, Pi) и (Pi, Pi + 1) лежат в одной полуплоскости, ограниченной этой прямой. Нетрудно видеть, что для построения опорных прямых AB и AC требуется в худшем случае один обход вершин многоугольника P2, то есть время O(N2). 

2.Точка А является внутренней точкой многоугольника P2 . Упорядочиваем вершины обоих многоугольников относительно центра А, сливая два упорядоченных списка вершин P1 и P2 за O(N). 

3. Теперь к полученному списку вершин можно применить метод обхода Грэхема, который выполняется за линейное время. Теперь получена выпуклая оболочка объединения выпуклых многоугольников P1
P2. 

Сложность алгоритма

Проверка принадлежности точки A многоугольнику P2 выполняется за время O(N2). В каждом из двух рассмотренных случаев время выполнения соответствующего алгоритма равно O(N). Таким образом общая сложность алгоритма построения выпуклой оболочки объединения двух выпуклых многоугольников составляет O(N). Отсюда заключаем, что в соотношении T(N) 
 2T(N/2) + f(N): f(N) = O(N), значит решением соотношения является T(N) = O(N logN), что и определяет сложность алгоритма.

Билет N4. 

4.1 Задача локализации точки для выпуклого и звездного многоугольника.

Пусть на пл-и задан N-угольник с верш p0..pn для заданной точки p(x,y) определить лежит ли она внутри или снаружи. 

Для принадлежности точки выпуклому многоугольнику вершины последовательно нумеруются от 1 до n. Вершина с условным номером 1 соединяется отрезками со всеми другими вершинами. Образуются (n-2) треугольника с вершинами {1, (i-1), i}, где 3 ≤ i ≤ n. Осуществляется проверка принадлежности заданной точки хотя бы одному из этих треугольников.

Если точка не принадлежит ни одному треугольнику, значит, она не принадлежит и многоугольнику.

Иначе подобное разбиение многоугольника на треугольники и проверка принадлежности заданной точки треугольникам выполняется для вершин с последующими номерами — до выполнения одного из условий:

· нашлось разбиение, в котором точка не принадлежит ни одному из треугольников, и тогда делается вывод, что точка не принадлежит многоугольнику; 

· перебраны все вершины, и тогда делается вывод, что точка принадлежит многоугольнику. 

Что касается проверки принадлежности точки треугольнику, то, благодаря тому, что треугольник является выпуклым многоугольником, соответственно, может использоваться следующий алгоритм проверки принадлежности точки выпуклому многоугольнику. Если при последовательном обходе вершин в одном направлении выясняется, что заданная точка и вершина n + 2 лежат по разные стóроны от стороны, соединяющей текущую вершину n и вершину n + 1, то делается вывод, что точка не принадлежит многоугольнику, и процесс прерывается. Если обход вершин не был прерван, то делается вывод, что точка принадлежит многоугольнику.

Для проверки принадлежности точки треугольнику (а также выпуклому многоугольнику с любым числом вершин) можно применить и другой алгоритм. Заданная точка соединяется отрезками с вершинами треугольника. Если площадь исходного треугольника равна сумме площадей образовавшихся трёх треугольников, то считается, что точка принадлежит треугольнику.

4.2  Задачи о взаимном расположении точек. Набор задач. Формулировки задачи и оценки сложности алгоритмов. ????

Билет N5. 

5.1 Задача локализации точки на планарном графе. Метод полос.

метод полос (slab method) - метод решения задачи локализации точки, при котором плоский прямолинейный граф разбивается на трапеции проведением горизонтальных линий через все его вершины. В каждой полосе трапеции можно упорядочить вдоль горизонтальной оси. Метод полос является частным случаем метода заметания.

Чепез каждую вершину графа проведём гор-ю прямую . Сортируем вершины графа в порядке возрастания. Получаем н полос. Каждя полоса разбивается рёбрами графа Г на трапеции. Каждя такая трапеция определяется парой рёбер графа. Сортируем эти трапеции по расположению их слева направо.

Пусть задана точка p(x,y) локализуем её:

Находим i т.ч. P принадлежит Si . В списке трапеций находим трапецию кот-й принадлежит эта точка. Найденная пара рёбер определяет нужную грань — это общая грань этих рёбер в списке с двойными связями.

5.2 Решение задачи о ближайшей паре методом «разделяй и властвуй».

Задача о ближайшей паре

Постановка задачи: задано N точек, необходимо найти пару наи​более близких точек.

Простейший алгоритм заключается в переборе всех пар точек и сравнении расстояний между ними. Всего N(N-1) пар, таким образом, сложность алгоритма O(N ).

Для повышения эффективности применяются методы семейства «разделяй и властвуй».

Разобьем мно​жество точек пополам прямой 

[image: image1.jpg]


Найдем ближайшую пару в каждой половине (например, про​стым перебором), пусть минимальные расстояния соответственно равны l1 и l2. Для объединения решений необходимо учесть расстоя​ние между точками, ближайшими к линии. Для этого найдем мини​мальное из двух расстояний  /3 =min(,l2). Проведем параллельно

разбивающей прямой две прямые на расстоянии l3 от нее. Среди то​чек, попавших в получившиеся полосы, найдем ближайшую пару l4. Тогда минимальное расстояние равно

llmin=min(3,l4).

Билет N6. 

6.1 Задача локализации точки на планарном графе. Метод цепей.

Цепь — граф с вершинами в точках p0...pk и рёбрами p0p1 p1p2 …

Цепь С наз-я монотонной относительно прямой L , если любая прямая ортогон-я прямой L пересекает С не более чем в 1й точке.

Спроецируем  каждую вершину на прямую и получим упоряд-й  список.

1. Дана точка p. За время O(lnk) находим полосу, в кот-й находиться эта точка.

2. Далее за постоян-е время определяем местонах-е точки относит-о цепи С.

Пусть задан граф Г . предположим, что граф м.б. Разбит на цепи С1С2 С3..См

1. Си — монотонные цепи относит-о фиксированной прямой

2. объединение Си = Г

3. все пары цепей СиСж те вершины, на цепи Си кот-е не явля-я узлами зепи Сж , лежат по одну сторону от Сж

4. между Си и Си+1 находиться ровно 1 грань графа Г.

Время: находим номер i т.ч. Данная точка лежит между Си и Си+1

Тогда из 4 находиться требуемая грань графа Г 

O(ln m)*O(lnk) 

6.2 Диаграммы Вороного. Определение и свойства.

Рассмотрим следующую задачу: есть почтовые службы pi, мы хотим знать, какую область плоскости обслуживает каждая. При этом каждую точку q обслуживает та служба, которая ближе. Ответ на этот и ряд других вопросов, связанных с близостью на плоскости, дает диаграмма Вороного.



Диаграмма Вороного изображена на рисунке выше. Она состоит из вершин(v) диаграммы и ее сторон(e). Формальное определение:

· Пусть P - множество из n различных точек плоскости 

· Диаграмма Вороного - деление плоскости на n ячеек, по одной на каждую точку P 

· Точка q принадлежит ячейке, относящейся к pi из P, если расстояние от q до pi меньше, чем расстояние от q до любой другой точки P. 

Можно провести очень интересную аналогию из области кристаллографии. Предположим, что точки представляются в виде зерен кристалла, которые растут с постоянной скоростью во всех направлениях. Предположим также, что рост зерен кристалла продолжается до тех пор, пока два или более зерен не встретятся. Через некоторое достаточное время каждое выросшее зерно будет представлено в виде ячейки диаграммы Вороного для своего ядра(вполне очевидно, что рост крайних неограниченных областей может продолжаться бесконечно). В результате будет получена диаграмма Вороного для множества P.

Билет N7. 

7.1 Построение выпуклой оболочки. Крайние точки. Оценки сложности.

Выпуклой оболочкой множества X называется наименьшее выпуклое множество, содержащее X. «Наименьшее множество» здесь означает наименьший элемент по отношению к вложению множеств, то есть такое выпуклое множество, содержащее данную фигуру, что оно содержится в любом другом выпуклом множестве, содержащем данную фигуру.

Выпуклая оболочка множества X обычно обозначается 
.

X — выпуклое множество тогда и только тогда, когда 
. 

· Для произвольного подмножества линейного пространства X существует единственная выпуклая оболочка 
 — это пересечение всех выпуклых множеств, содержащих X. 

· При этом 


 

· Более того, если размерность пространства равна N то верна следующая теорема Каратеодори: 


 

· Выпуклой оболочкой конечного набора точек на плоскости является выпуклый плоский многоугольник (в вырожденных случаях — отрезок или точка), причём его вершины являются подмножеством исходного набора точек. Аналогичный факт верен и для конечного набора точек во многомерном пространстве. 

· Выпуклая оболочка X равна пересечению всех полупространств содержащих X. 

Заача — на лоскости есть набор тчек — определить являются ли эти точки крайними для построенной выпуклой оболочки (т.е. Явл-я ли они вершинами многоуг-а). Самый простой вариант — постролить выпуклую оболочку и для каждой точки проверить — крайняя она или нет.

7.2 Описание алгоритма построения диаграммы Вороного. Триангуляция Делоне.

Теорема о триангуляции набора точек. Предположим, что набор точек S содержит n>3 точек и не все из них коллинеарны. Кроме того, i точек из них являются внутренними (т. е. лежащими внутри выпуклой оболочки CH(S). Тогда при любом способе триангуляции набора S будет получено точно n + i - 2 треугольников.

Одно и то же множество можно триангулировать разными способами. Рассмотрим углы в получающихся треугольниках. Выберем минимальный угол. Триангуляция дает тем лучшую аппроксимацию, чем больше ее минимальный угол, при этом формируемые треугольники 'стремятся к равноугольности'. Особенно важна максимизация минимального угла в задачах вычислительной математики, когда точность производимых вычислений очень сильно зависит от размера минимального угла триангуляции графика. Наилучшей в этом смысле триангуляцией является триангуляция Делоне.

Идея sweep line методов – перемещение горизонтальной линии – sweep line (линии “зачистки”) – сверху вниз по плоскости. Во время  выполнения зачистки формируется информация относительно структуры, описывающей диаграмму Вороного. 

Пусть задано множество точек {P}, по которым необходимо построить диаграмму Вороного. Для преодоления проблемы взаимного влияния точек, расположенных по разные стороны от линии зачистки, будем строить только ту часть диаграммы, которую нельзя испортить точками, лежащими ниже sweep line. Для этого разделим полуплоскость, лежащую над линией зачистки на две области: точки, которые лежат над sweep line и ближе к некоторой точке p из P, чем к самой sweep line, и точки, которые ближе к sweep line, чем к какой-нибудь точке из заданного множества P. Множество точек q, равноудаленных от sweep line и самой близкой точки p из множества P, называется береговой линией (beach line). Из геометрии известно, что множество точек, равноудаленных от заданной точки p из P, лежащей выше горизонтальной линии, и самой линии, является параболой, вершина которой направлена к линии. Таким образом, береговая линия состоит из дуг нижних частей парабол. 

