
Çàäà÷à 1. Ïóñòü ρ(x, y) ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå X . Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà X.

ρ1(x, y) =
ρ(x, y)

1 + ρ(x, y)

Çàäà÷à 2. Ïóñòü ρ(x, y) ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå X . Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà X.

ρ1(x, y) = min 1, ρ(x, y)

Çàäà÷à 3. Ïóñòü ρ(x, y) ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå X . Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà X.

ρ1(x, y) = ln(1 + ρ(x, y))

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî `p, p ≥ 1, ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé x = (x1, x2, ...), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

∞∑

k=1

|xk|p < ∞,

ñ çàäàííûì íà íåì îòîáðàæåíèåì

ρ(x, y) =

( ∞∑

k=1

|xk − yk|p
) 1

p

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî `∞ âñåõ îãðàíè÷åííûõ ÷èñëîâûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé x = (x1, x2, ...) ñ çàäàííûì íà íåì îòîáðàæåíèåì

ρ(x, y) = sup
k
|xk − yk|

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî c0 âñåõ ñõîäÿùèõñÿ ê íóëþ ÷èñëîâûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = (x1, x2, ...) ñ çàäàííûì íà íåì îòîáðàæåíèåì

ρ(x, y) = max
k
|xk − yk|

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.
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Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî s âñåõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
x = (x1, x2, ...) ñ çàäàííûì íà íåì îòîáðàæåíèåì

ρ(x, y) =
∞∑

k=1

2−k |xk − yk|
1 + |xk − yk|

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî C[a,b] ñ çàäàííûì íà íåì îòîáðàæåíèåì

ρ(x, y) = max
t∈[a,b]

|x(t)− y(t)|

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî Cm
[a,b] ñ çàäàííûì íà íåì îòîáðàæåíèåì

ρ(x, y) =
∞∑

k=1

max
t∈[a,b]

|x(k)(t)− y(k)(t)|

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Çàäà÷à 10. Áóäåò ëè ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë, åñëè

ρ(x, y) = sin2(x− y).

Çàäà÷à 11. Áóäåò ëè ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë, åñëè

ρ(x, y) = |arctg(x)− arctg(y)|.

Çàäà÷à 12. Áóäåò ëè ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî ïðÿìûõ ` :

x · cos(α) + y · sin(α)− p íà ïëîñêîñòè xOy, åñëè

ρ(x, y) = |p2 − p1|+ |sin(α2)− sin(α1)|.

Çàäà÷à 13. Ïîëîæèì â ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

ρ(m,n) =

{
0, ïðè m = n

1 + 1
m+n , ïðè m 6= n

Äîêàæèòå, ÷òî ρ(m,n) ìåòðèêà.
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Çàäà÷à 14. Ïóñòü αk > 0, k = 1,m. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ñòîëáöîâ
x = (xk)

m
k=1 (xk ∈ R) ìîæíî ââåñòè íîðìó ñëåäóþùèì ñïîñîáîì

‖x‖ = max
1≤k≤m

αk|xk|

Çàäà÷à 15. Ïóñòü αk > 0, k = 1,m. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ñòîëáöîâ
x = (xk)

m
k=1 (xk ∈ R) ìîæíî ââåñòè íîðìó ñëåäóþùèì ñïîñîáîì

‖x‖ =
m∑

k=1

αk|xk|

Çàäà÷à 16. Ïóñòü αk > 0, k = 1,m. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ñòîëáöîâ
x = (xk)

m
k=1 (xk ∈ R) ìîæíî ââåñòè íîðìó ñëåäóþùèì ñïîñîáîì

‖x‖ =

[
m∑

k=1

αk|xk|2
] 1

2

Çàäà÷à 17. Ïóñòü αk > 0, k = 1,m. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ñòîëáöîâ
x = (xk)

m
k=1 (xk ∈ R) ìîæíî ââåñòè íîðìó ñëåäóþùèì ñïîñîáîì

‖x‖ = max
1≤k≤m

∣∣∣∣∣
m∑

k=1

xk

∣∣∣∣∣

Çàäà÷à 18. Ïîêàæèòå, ÷òî L2
[a,b] ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì íîðìèðîâàííûì ïîñòðàí-

ñòâîì, åñëè

‖x‖ =

[∫ b

a

|x(t)|2dt

] 1
2

Çàäà÷à 19. Ïîêàæèòå, ÷òî C1
[a,b] ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì íîðìèðîâàííûì ïîñòðàí-

ñòâîì, åñëè
‖x‖ = max

t∈[a,b]
|x(t)|+ max

t∈[a,b]
|x′(t)|

Çàäà÷à 20. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî C[a,b] íå ïîëíî ïî íîðìå

‖x‖ =

∫ b

a

|x(t)|dt
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Çàäà÷à 21. Ïðîâåðüòå, ÿâëÿåòñÿ ëè â ïðîñòðàíñòâå s âñåõ ÷èñëîâûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé x = (x1, x2, ...) ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâòåëüíîñòü xn = (xnk)

∞
k=1,

åñëè xnk = k+n
n è ‖xn‖ = |xn1 + xn2|

Çàäà÷à 22. Ïðîâåðüòå, ÿâëÿåòñÿ ëè â ïðîñòðàíñòâå `p (p ≥ 1) ÷èñëîâûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñåé x = (x1, x2, ...) ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâòåëüíîñòü xn =

(xnk)
∞
k=1, åñëè xnk = 1

nk

Çàäà÷à 23. Ïðîâåðüòå, ÿâëÿåòñÿ ëè â ïðîñòðàíñòâå `p (p ≥ 1) ÷èñëîâûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñåé x = (x1, x2, ...) ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâòåëüíîñòü xn =

(xnk)
∞
k=1, åñëè xnk = 1

k
√

(nk)

Çàäà÷à 24. Ïðîâåðüòå, ÿâëÿåòñÿ ëè â ïðîñòðàíñòâå m îãðàíè÷åííûõ ÷èñ-
ëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñåé x = (x1, x2, ...) ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâòåëüíîñòü
xn = (xnk)

∞
k=1, åñëè xnk = k+n

1+k+n

Çàäà÷à 25. Ïðîâåðüòå, ÿâëÿåòñÿ ëè â ïðîñòðàíñòâå m îãðàíè÷åííûõ ÷èñ-
ëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñåé x = (x1, x2, ...) ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâòåëüíîñòü
xn = (xnk)

∞
k=1, åñëè xnk = n

k+2n

Çàäà÷à 26. Ïðîâåðüòå, ÿâëÿåòñÿ ëè â ïðîñòðàíñòâå m îãðàíè÷åííûõ ÷èñ-
ëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñåé x = (x1, x2, ...) ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâòåëüíîñòü
xn = (xnk)

∞
k=1, åñëè xnk = 1

n + 1
k

Çàäà÷à 27. Ïðîâåðüòå, ÿâëÿåòñÿ ëè â ïðîñòðàíñòâå `p (p ≥ 1) ÷èñëîâûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñåé x = (x1, x2, ...) ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâòåëüíîñòü xn =

(xnk)
∞
k=1, åñëè xnk = n

k+2n

Çàäà÷à 28. Ïðîâåðüòå, ÿâëÿåòñÿ ëè â ïðîñòðàíñòâå m îãðàíè÷åííûõ ÷èñ-
ëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñåé x = (x1, x2, ...) ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâòåëüíîñòü
xn = (xnk)

∞
k=1, åñëè xnk = n

n2+k

Çàäà÷à 29. Ïðîâåðüòå, ÿâëÿåòñÿ ëè â ïðîñòðàíñòâå `1 ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñåé x = (x1, x2, ...) ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâòåëüíîñòü xn = (xnk)

∞
k=1, åñëè

xnk = n
nk2+1

4



Çàäà÷à 30. Ïðîâåðüòå, ÿâëÿåòñÿ ëè â ïðîñòðàíñòâå m îãðàíè÷åííûõ ÷èñ-
ëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñåé x = (x1, x2, ...) ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâòåëüíîñòü
xn = (xnk)

∞
k=1, åñëè xnk = n · sin ( 1

nk

)

Çàäà÷à 31. Íàéäèòå íîðìó ôóíêöèîíàëà â ïðîñòðàíñòâå C[0,1]

f(x) = lim
n→∞

∫ 1

0
x(tn)dt

Çàäà÷à 32. Íàéäèòå íîðìó ôóíêöèîíàëà â ïðîñòðàíñòâå `1

f(x) =
∞∑

k=1

kxk

k2 + 10

Çàäà÷à 33. Íàéäèòå íîðìó îïåðàòîðà A : L2[0, 1] → L2[0, 1]

Af(x) = x2
∫ 1

0
f(t)dt

Çàäà÷à 34. Íàéäèòå íîðìó îïåðàòîðà A : C[0,1] → C[0,1]

Ax(t) =
1

n + 1

n+1∑

k=1

tkx(tk), tk ∈ [0, 1]

Çàäà÷à 35. Íàéäèòå íîðìó ôóíêöèîíàëà â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1]

f(x) =

∫ 1

0
x(t)sin(t)dt

Çàäà÷à 36. Íàéäèòå íîðìó ôóíêöèîíàëà â ïðîñòðàíñòâå `1

f(x) =
∞∑

k=1

sin

(
1√
k

)
xk

Çàäà÷à 37. ßâëÿåòñÿ ëè íåïðåðûâíûì â C[0,1] ôóíêöèîíàë

f(x) =

∫ 1

0
x(t)sgn(t− 1/2)dt

Çàäà÷à 38. ßâëÿåòñÿ ëè íåïðåðûâíûì â L2[0, 1] ôóíêöèîíàë

f(x) =

∫ 1

0
x(t)sgn(t− 1/2)dt
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Çàäà÷à 39. ßâëÿåòñÿ ëè íåïðåðûâíûì â C[0,1] ôóíêöèîíàë

f(x) =

∫ 1

0
x(t2)t−1/3dt

Çàäà÷à 40. ßâëÿåòñÿ ëè íåïðåðûâíûì â L2[0, 1] ôóíêöèîíàë

f(x) =

∫ 1

0
x(t2)t−1/3dt

Çàäà÷à 41. ßâëÿåòñÿ ëè íåïðåðûâíûì â C[0,1] ôóíêöèîíàë

f(x) =

∫ 1

0
x2(t)dt

Çàäà÷à 42. ßâëÿåòñÿ ëè íåïðåðûâíûì â L2[0, 1] ôóíêöèîíàë

f(x) =

∫ 1

0
x2(t)dt

Çàäà÷à 43. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð A : C[0,1] → C[0,1] ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
è îãðàíè÷åííûì è íàéäèòå åãî íîðìó, åñëè

Ax(t) = t2x(0)

Çàäà÷à 44. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð A : C[0,1] → C[0,1] ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
è îãðàíè÷åííûì è íàéäèòå åãî íîðìó, åñëè

Ax(t) = x(t2)

Çàäà÷à 45. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð A : C1
[a,b] → C[a,b] ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì

è îãðàíè÷åííûì è íàéäèòå åãî íîðìó, åñëè

Ax(t) =
dx

dt

Çàäà÷à 46. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð A : L2[0, 1] → L2[0, 1] ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íûì è îãðàíè÷åííûì, åñëè

Ax(t) =

∫ t

0
x(τ)dτ
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Çàäà÷à 47. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð A : H1[0, 1] → L2[0, 1] ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íûì è îãðàíè÷åííûì, åñëè

Ax(t) = tx(t)

Çàäà÷à 48. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð A : H1[0, 1] → H1[0, 1] ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíûì è îãðàíè÷åííûì, åñëè

Ax(t) = tx(t)

Çàäà÷à 49. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð A : H1[0, 1] → L2[0, 1] ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íûì è îãðàíè÷åííûì è íàéäèòå åãî íîðìó, åñëè

Ax(t) = x(t)

Çàäà÷à 50. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèîíàë ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è íåïðåðûâ-
íûì, íàéäèòå åãî íîðìó.

f(x) =
∞∑

k=1

2−k+1xk, x = (x1, x2, ...) ∈ c0

Çàäà÷à 51. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèîíàë ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è íåïðåðûâ-
íûì, íàéäèòå åãî íîðìó.

f(x) = lim
n→∞

xn, x = (x1, x2, ...) ∈ c
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